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1. Introduccion y descripcién de la metodologia

El objetivo de este informe es describir una metodologia para dar una prediccién diaria del niimero de
fallecidos en Espana en la pandemia del coronavirus Covid-19 a partir de un modelo SEIR ajustado con
los datos oficiales proporcionados diariamente por el Instituto de Salud Carlos III [10]. En cualquier caso,
la metodologia es igualmente aplicable a la prediccién temporal de otros parametros de la pandemia,
como el numero de infectados, hospitalizados, ingresado en UCI o recuperados tanto en todo el territorio
nacional en su conjunto como desglosados por Comunidades Auténomas, sin més que adaptar el ajuste
de los diferentes pardametros del modelo.

Por fijar la notacién, partimos de una serie temporal fi,---, fr € [0,4+00), de forma que f; es el
nimero de fallecidos hasta el dia i (incluido) de la pandemia, de acuerdo con los datos proporcionados
diariamente por el Instituto de Salud Carlos III [10]. A partir de estos datos, se quiere pronosticar los
valores fT+1, cee fT+k € [0, +00) correspondientes a una estimacién del numero de fallecidos en los
dias T'+ 1, ---, T + k respectivamente, con k € N fijo. Para ello se seguiran los siguientes pasos:

1. Se construye un modelo matematico de propagaciéon de epidemias basado en ecuaciones dife-
renciales tipo SEIR (una variante del modelo SIR cldsico) que se ajuste a la serie temporal
fi,-++, fr € ]0,+00) del nimero oficial de fallecidos en cada dia de la pandemia.

2. Se optimizan los diferentes pardmetros del modelo SEIR (como la tasa béasica de reproduccién y
otros), de forma que el error relativo entre los datos reales f1,--- , fr y los previstos por el modelo
sea lo menor posible.

3. Usando el modelo de propagacién optimizado obtenido en el paso anterior se ajusta la precisién
de prediccién del modelo realizando una validacién cruzada con las diferencias de los datos reales
y los pronésticos dados por el modelo. Este ajuste se realiza mediante un proceso de optimizacién
funcional.

Revisemos con detalle cada uno de estos pasos en el caso particular de que k£ = 1, es decir en el caso
en el que a partir de los datos oficiales del ntimero de fallecidos f1, - - - , fr queremos estimar el niimero
de fallecidos hasta el dia (T + 1) que denotaremos fr;.

El punto de partida es el modelo SEIR de ecuaciones diferenciales [2, 5, 6], que es una variante del
clésico modelo SIR propuesto en [7] por W. O. Kermarck y A. G. McKendrick, en el que dada una
poblacién de tamano fijo N en la que se ha desatado una epidemia que se propaga mediante contagio
en un tiempo ¢ (medido en dias) los individuos pueden estar en cuatro estados distintos:
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Susceptibles S(t): nimero de individuos que pueden contraer la enfermedad.

Expuestos E(t): nimero de individuos que han sido infectados pero no pueden infectar.

Infectados I(t): nimero de contagiados (cada uno de los cuales puede infectar 5 individuos).
» Recuperados R(t): numero de individuos que han superado la enfermedad o han muerto.

Considerando ¢ el tiempo que un individuo esta en la fase de infectados, es decir, la tasa de recuperacién
es v := 1/tr, to el tiempo de inicio del estudio y tg + T el tiempo final, tenemos el modelo SEIR:

(t)S(t)/N,  to<t<to+T,

E'(t) = BI(t)S(t)/N — o E(t),

I'(t) = oBE(t) — (1), (1.1)
)

(to) = So, E(to) = Eo, I(to) =1lo, R(to)= Ro,

donde el pardmetro o := 1/tp es la tasa de incubacién de la enfermedad y Sp, Eo, Iy y Ro son los
datos iniciales a tiempo ty. El modelo considerado es similar al usado en [4] también para modelar
la epidemia de Covid-19, pero con un ajuste diferente para modelar la influencia de las medidas de
confinamiento. Un pardmetro relevante en el estudio de la propagacion de epidemias es la tasa de bdsica
de reproduccion [2, 6], denotada por Ry, que representa el nimero de nuevos contagios producidos por
un solo infectado a lo largo de su etapa de infectado, es decir,

Ry = é = [Btr.

Y

Resulta necesario modificar este modelo cldsico para tener en cuenta los efectos del confinamiento
decretado por el Gobierno de Espana el 15 de marzo de 2020, lo que supone que las medidas de
contencién (proteccién y aislamiento) tomadas hacen que el pardmetro 5 puede cambiar a lo largo
del tiempo. Para ello, se introduce un nuevo pardmetro « € [0, 1] que representara la influencia del

confinamiento en la tasa de reproduccién bésica (véase [1]), de forma que
Ro(«) := Batr donde S, = af.

Una vez establecido el tipo de modelo matemdtico a considerar, en [1] se muestra cémo, dada
una serie temporal fi,---, fr € [0,400) que corresponde al nimero (real) de fallecidos acumulativos
cada dia de la pandemia, se puede optimizar los diferentes pardametros para obtener un modelo SEIR
como el anterior de forma que el error relativo entre los datos reales fi, -+, fr vy los previstos por
el modelo para los mismos dias sea lo menor posible. De esta forma, a partir de la serie temporal
o= (f1,---,fr) € [0,+00), se ha construido una funcién ¢, : N —s R* tal que

Qba(t) = (S(t)’ E(t)’ I(t)v R(t))a

de forma que si el nimero de fallecidos en el dia t es F(t) := 7 - R(t), siendo 7 la proporcién de
fallecidos entre los recuperados, entonces la cuarta componente de la funcién ¢(-) minimiza el error
entre f1,---, fry F(1),---,F(T).

Para estimar la fiabilidad de la funcién ¢(-) como predictor del valor del nimero de fallecidos en
el instante T+ 1 (es decir, F'(T + 1)), se realiza un procedimiento de validacién cruzada del siguiente
modo: Partimos de la serie temporal fi,--- , fr € [0, +00) que corresponde al niimero (real) de fallecidos
acumulativos cada dia de la pandemia

= Para cada 1 < i < 7T — 1 se obtiene un modelo SEIR optimizado ¢; para el nimero de fallecidos
dado por la subserie temporal o; = (f1,- -, fi), es decir, la cuarta componente de la funcién
¢(-) minimiza el error entre fi,---, f; y Fi(1),---, F;(i). Este procedimiento de optimizacién es
el descrito en [1].
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Figura 1: Comparacion entre los datos reales de fallecidos y las estimaciones dadas por el modelo SEIR
en crudo.

» Para cada t, <i<T —1, con t, > 1, se compara Z; = F;(i + 1) — F;(i) y el ntimero (real) oficial
de fallecidos en el dia ¢ 4 1, es decir, x; = fi+1 — fi-

En la Figura 1 se muestra el aumento que se prevé para el dia siguiente (verde) y lo que realmente
ocurrié (rojo). En concreto, en este caso, hemos elegido t, = 15 de marzo y T' = 4 de abril de 2020, y
las curvas indican lo siguiente:

» Roja — i frente x; = firx — fi.
» Verde — i frente 2; = F;(i + 1) — F;(0).

A la vista de la Figura 1 parece que la funcién ¢(-) en crudo era valida como predictor del valor del
nimero de fallecidos del dia siguiente hasta el 26 de marzo de 2020, si bien a partir de ese momento el
modelo en crudo desarrollado a partir del modelo SEIR no se ajusta a los datos oficiales, probablemente
debido a que el modelo no tiene en cuenta correctamente los efectos del confinamiento decretado por
el Gobierno de Espainia el 15 de marzo de 2020 ni el endurecimiento de las medidas tomadas el 27 de
marzo de 2020. Llegados a este punto caben, ademaés de abandonar la via de trabajo de la modelizacion
SEIR, varias alternativas para mejorar los resultados, entre las que se incluyen las siguientes:

= Modificar el modelo SEIR original para tener en cuenta més eficientemente las medidas de confi-
namiento del 15 de marzo de 2020 y el endurecimiento de las medidas tomadas el 27 de marzo de



2020. Esto supondria tener un modelo més preciso, si bien aumentaria el nimero de parametros
a optimizar y por tanto los tiempos de computo.

= Ajustar los datos dados por el modelo SEIR optimizado, de forma que se ajusten los valores dados
por el predictor a los datos reales.

Si seguimos la segunda propuesta, en la Figura 1 observamos que el predictor en la ventana temporal
considerada tiene dos comportamientos diferentes:

(i) Desde el 15/03/2020 hasta (aproximadamente) el 26/03/2020: El predictor es esencialmente con-
sistente con los datos reales. En todo caso, para ajustar un poco maés los valores pronosticados a
los datos reales, podemos transformarlos empleando una funcién de la forma

gi(z) =z +c (1.2)
con ¢ una constante independiente (como por ejemplo ¢ = 100), de forma que si el modelo
SEIR optimizado nos da una estimacion &;, entonces podemos re-escalarlo dando como estimacion

T = g1(Z5).

(i) A partir del 26/03/2020: El predictor se separa considerablemente de los datos reales y la separa-
cion entre ellos crece conforme nos alejamos del dia 26/03/2020. Si denotamos este punto de corte
como t, = 26/03/2020, el modelo SEIR optimizado nos da una estimacién Z; para t, <i < 7T —1
tal que podemos ajustar, por ejemplo, como

A~

~ N i
x’b = €T;) = — .
92(¥) = =y

La Figura 2 muestra los datos reales (en rojo), la prediccién en crudo dada por el modelo SEIR op-
timizado (en verde) y la prediccién dada por el modelo re-escalado (en azul, i frente a ;) empleando las
funciones ¢ (-) hasta el 26/03/2020 y g2(-) a partir del 27/03/2020, mostrando una mejoria considerable
en la precision de la prediccién. Por consiguiente, deberiamos elegir

(1.3)

Tr

o1 = fr4+dp = fp4 ——m
frei=fr+ar=fr A

como la prediccion para el dia T + 1.

En este caso vemos que, si sumamos todos los fallecidos desde el 16/03/2020 hasta el 04/04/2020,
tanto los que aparecen en los datos oficiales como los previstos por el modelo SEIR. optimizado y por el
modelo SEIR optimizado re-escalado, entonces, tal y como aparece en la Tabla 2, con el modelo SEIR
en crudo se comete un error acumulado de casi el 54 %, mientras que si se emplea el modelo SEIR
re-escalado se reduce el error acumulado hasta llegar a un 2.02 %.

Cuadro 1: Comparacién del ntimero acumulado de fallecidos tanto en los datos oficiales como en los
modelos propuestos desde el 16/03/2020 hasta el 04/04,/2020.

‘ N° de Fallecidos ‘ Dif. resp. realidad ‘ % de error

Datos Reales 12112 - -
Modelo SEIR crudo 18631 6519 53.82%
Modelo SEIR re-escalado 11867 -245 2.02 %

Evidentemente en esta introduccién hemos ilustrado con detalle la metodologia propuesta para la
prediccién del nimero de fallecidos en el dia T+ 1 a partir de los datos oficiales en todos los dias
anteriores, pero este procedimiento puede optimizarse y extenderse tanto a predicciones a un horizonte
mayor como a otros parametros (nimero de infectados, hospitalizados, UCIs é recuperados) o otros
entornos (como Comunidades Auténomas diferentes), para lo cual se deben tener en cuenta las siguientes
observaciones:
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Figura 2: Comparacion entre los datos reales de fallecidos, las estimaciones dadas por el modelo SEIR
en crudo y las predicciones dadas por el modelo SEIR re-escaladas usando gi() y ga2(+).

2.

» Tanto las funciones gi(-) y g2(-) como el punto t, pueden (y deben) optimizarse, proponiendo

como familias de funciones a optimizar

X

Nz, t) =z +c, f2(ffat):m,

siendo los parametros de optimizacion a,b,c e Ry t, <t, <T — 1.

En el caso de que queramos realizar estimaciones en horizontes de orden superior (es decir pre-
dicciones para T'+ k, con k € N cualquiera), hay que tener en cuenta que la optimizacién de las
funciones g1 () y g2(-) debe hacerse para cada uno de los valores k obtenidos, pudiendo dar valores
diferentes, como veremos en la Seccién 2.

Ajuste 6ptimo del predictor

Dado k € N, nuestro objetivo es obtener una prediccién de fallecidos a tiempo T + k siguiendo

el método descrito en la Secciéon 1. En primer lugar, para 1 < ¢ < T, consideramos f; v fiir las
estimaciones dadas por el modelo SEIR optimizado con fi, fs, ..., fi y calculamos su diferencia

& = firn — fi. (2.1)



A partir de un tiempo t, € [1,7] (fijo), definimos

Ti=0g1(%;) =2%;+c para t, <i<t,

~ A Ly
T = Gy

para ciertos pardmetros a,b,c € Ry t, < t, < T — k, nos gustaria encontrar estos pardmetros que
minimicen

para t, <1 <T

T—k

Error = Z

1=ty

in—.fi

, con x; = firr — fi,

Z

para asi determinar Zp, y por consiguiente, obtener la prediccion de fallecidos a tiempo T + k de la
siguiente forma:

fron = fr+ 7.

Observar que estos pardametros pueden cambiar segin el valor de k y el tiempo T
A continuacién, ilustramos un ejemplo considerando

ke{l,2,...,7}, i=1 — 8 de marzo, t, — 15 de marzo y T — 9 de abril,

proporcionando para cada valor de k los pardametros a,b,c € Ry t, <t, <T — k, ademés de dar una
prediccion para los 7 dias siguientes al 9 de abril. Suponiendo que los pardmetros varfan como

» a € [0,1] con paso 0,01,

b € [0, 1] con paso 0,01,

¢ € 10,2000] con paso 10,
» t, variando entre 23 al 29 de marzo (incluidos),

los resultados obtenidos son dados en el Cuadro 2.

Cuadro 2: La prediccién y los pardmetros del ajuste para los dias 10/04/2020 hasta el 16/04/2020.

a b c to fT-I—lc
0.01 0.45 50 25/3/20 16290
0.38 0.46 150 25/3/20 16733
0.47 0.53 300 25/3/20 16981
0.27 0.56 550 24/3/20 17248
0.32 0.62 730 24/3/20 17377
0.18 0.64 1080 23/3/20 17586
0.19 0.7 1390 23/3/20 17616

~N O U W N

Finalmente, en la Figura 3 mostramos solamente el primer ajuste realizado para k = 1 para que
se pueda apreciar mucho mejor y el resto en la Figura 4. Recordar que, en cada una de ellas, las tres
curvas indican lo siguiente:

= Roja — i frente x; = fir i — fi.
= Verde — ¢ frente ; = fi-‘,—k — fi

s Azul — ¢ frente Z;.
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Figura 3: Ajuste 6ptimo del predictor para k = 1.
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